Order Theory of Functional Equations

for static cost analysis, and beyond
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Introduction Order in function space

Functional equations arise in many places, but cannot always be solved. Equations <> Operators  Solutions <+ Fixpoints = Bounds < Pre/Postfixp
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o Imperative and declarative programs can be given meaning by (functional) oo il
semantic equations (consider recursion, loops...), @
e Resource consumption of a program may be expressed as the solution of \/ of < f ’

a recurrence equation, S
o« Complex differential equations arise in many areas, including cyberphysical \
systems, biochemical reactions networks... P Ay,
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Problem: bound the solutions of numerical functional equations. V7 >
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- We combine insights from functional numerical equations
and (order-theoretical) fixpoint equations.

Equations as Operators

Theorem: A Knaster-Tarski corollary

Search f : N? — R such that f = ®F,

Le. f € Fixp(®), where Let ®: (D — L) — (D — L) be a monotone equation (ie. [ <g= ®f < dg).

o If f € Postfp(®), ie. f < f, then lfp®d < f.
o If f € Prefp(®),ie. f<Pf, then f < gfp .

. 2 2
f(n—1,00+n+300 ifn>0andc> 100, 9 ¢: (N* = R) = (N = R)
f(n—=1,c+1)+n if n > 0 and ¢ < 100, ,

f(n—=1,0)+n+300 ifn>0andc> 100,
f—=(n,c)—=< fln—1,c+1)+n if n > 0 and ¢ < 100,
c it n =0.

When the equation terminates unconditionally, lip ® = gtp ® =: f,.;.

Ex.: simple bound on a gcd program

Data

|

P(Data x R)

NOANNNNNNANN
NOANNNNNANANN

WAV AV AV AV AV AV AV VAV AV v 4 VAV AV AV 4V 4V 4V 4V GV AV AV AV V4D WAV VAV AV VAV VAV V4 VAV AV AV AV AV AV GV AV AV AV AV VD
WAV AV AV AV AV AV AV VAV eV Vv 4 VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V VD WAV AV AV AV AV AV AV VAV AV 4V 4V v 4 VAP AV AV AV 4V AV AV AV 4V AV AV AV V4D
AV AV AV 4V 4V GV GV GV AV AV AV AV v v 4 ﬂ P tf @ﬂ VAP AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V VD WAV AV AV AV VAV VeV VAV 4 A VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V GV GV AV VD
YIIIIIIIIIIII I OS p|: SIIIIIIIII 777777, YIIIIIIIIIIIIIIT ; repair SIIIIIIIII 777777,
UV AV 4V GV GV AV AV 4V AV AV AV AV AV AV AV 4V 4V 4 VALV AV 4V 4V 4V 4V 4V AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V SV D UV AV V4V GV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4 . p VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V GV 4V V4D
S/ 77 VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V AV AV A GV VAV AV VD S/ . VAP AV AV AV AV 4V AV AV AV AV VAV VAV
VAN AV AV AV 4V AV AV 4V AV GV GV GV GV v v 4V 4 . VAR AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V GV GV VGV VAV VAR AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V QV 4V Vv GV 4V 4 . f = VAP AV AV 4 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V QY v VGV &V
SIIIIIIIIII 77777 ‘ SIIIIIIIII 7777777 SIIIIIIIIII V777 7N~ rerine SIIIIIIIII 7777777
VAV AV AV AV 4V 4V GV AV AV AV AV AV v v 4 VAP AV AV AV 4V 4V 4V AV AV AV VAV VS VAP AV AV AV 4V AV 4 4V 4V 4 4V 4V 4V V4V N VAP AV AV AV AV AV AV AV AV AV V)
VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4 VAV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V VGV V& VA AV AV AV AV 4V AV VAV AV VAV V4 VU A APV VAV AV AV VAV V)
VAR AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4 VAP AV AV AV AV AV AV GV AV AV GV V& SIS/ 77777777/
SIIIIIIIIII7 SIIIIIIIIII7 Y SIIIIIIIILI T
VP AV AV AV AV AV AV AV AV v 4 VAP AV AV AV 4V AV AV VAV VS S/
VAV AV AV 4V 4V 4V 4 “ VAV AV AV AV AV VAV SIS S/ 2
/7 /77777777 s® VRV VR T4
’77 £ sIIIIII7Y LII777777 ‘\.
/7 /7777 7777777/ 7777777
u 3 /7777 777777/ . /777777
@ { A4 77777/ a /77777 gl
—l- ’777 r7777 . s 77
/77 /7774 n /77 >
/77 /77 / . /77
7/ Y/ . W
P : - 1
QA
/ n
N sol A . ’I“k( )
> f
u :2 /7 Y (ZCLTl(i,(:L)
@ | /777 7774
( 57 /7777 7777 4
77777 777774 /77777
777 777777 cand (2) SIS0 7 Y 777777
/777777 /7777777 9 VAV 7777777
/77777777 4 ﬂ /77777777 VY /77777777
VR @ VP AV AV AV AV v 4V 4V 4 VR R/ /777777777
SIIIIIIIII Y SIIIIIIIIT SIIIIIIIII Y SIIIIIIIIT
VAPV VAV AV AV AV VAV VAV VAP AV AV AV AV AV AV VAV v 4 VAP AV AV AV VAV 7/ S/
VPV AV VAV VAV VAV VAV VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4 VAP AV AV AV AV AV VAV VAV VAV VAP AV AV AV AV AV AV AV AV AV Vv 4
VAP AV AV AV AV AV AV AV VAV VAV v/ VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4 777/ S 4 VAR AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4
SIISIIIIIII IV SIIIIIIIIII 777 SIIIIIIIIII V7Y SILIIIIIII I T
VAPV AV AV VAV VAV VA VAV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4 VAP AV VAV AV AV VAV AV VAV VA VAV AV AV AV AV AV AV AV AV AV v v v v 4
VAN AV AV AV 4V 4V 4V 4V GV AV GV VAV /. @ﬁ VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V AV VAV GV GV AV 4 VAP AV AV AV 4V AV AV AV AV VAV VAV /. VAP AV AV AV AV AV AV AV AV AV VeV eV eV v 4
VAP AV AV AV AV AV AV AV AV AV VAV VeV /. VAP AV AV AV 4V AV 4V AV AV GV AV GV GV eV v 4V 4 VAP AV AV AV 4V 4V 4V AV AV VGV AV AV VY /. VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V Qv GV Qv GV GV 4V 4
SIIIIIIIIIIIII77777 ﬂ | SIIIIIIIIII 777777, SILIIIIIIIIIII77777 SILIIIIIIIII 777777,
VAP AV AV AV 4V 4V 4V GV AV GV VAV VeV /. VAV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V GV 4V SV D "SI SSSSSSSSSSSSSS H VYAV AV AV 4V 4V 4V 4V A AV 4V 4V 4V V4V V4D
VAN AV AV AV 4V 4V 4V AV AV AV AV VAV /. VAP AV AV 4 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V VD WAV AV VAV VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V GV AV V4D
VAP AV AV AV AV AV AV AV AV AV VAV VAP AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V VD WAV VAV AV VAV VY VAP AV AV 4 4V 4V 4V 4V 4V 4V AV GV AV V)
SIIIIIIIII 7777 SIIIIIIIIIIIT 7, YIIIIIIII IS SILIIIIIIIIII T,
VAP AV AV AV AV AV AV VAV AV VAV Y/ VAV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V AV VAV AV 4D WAV VAV AV AV AV AV AV VAV AV AV AV VD
////////////// 4 NV AV A A A A & AV 4 &Y 4 &Y &V &8 LAV AV AV SV 3 A 3 Y 4 3V AV SV 4V L4 AV AV AV A A A 4V A 3 4 &V &5 & &5
. . . (14 . 29
Q_ -I t t I t t to Symbolic Numerical-set Abstract num. Numerical Flowpipes
Strac 1 erpre altlon functions functions set functions functions Simple bounds
separability
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, size codomain (<-monotonicity), ‘B-bounds
/77777777 VAP AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V VAV 4D 1 1 : 1
25550005 . abstraction abstraction reductions, ... abstraction
IIIIIIIT SIIIIIIIII 7777, y
/77777777 VA AV AV AV AV AV 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V 4V VD @Data
/77777777 VAV AV VAV VD
’777 ’I7777 sIII77,
- SIIIIIIIIIT 777
/7777 VAV AV AV AV AV AV AV AV VIV V)
77 SIIIIIIIIII 777,
SIIIIIIIIIIIT
SIIIIIIIIY
/77 /
sr77
’77
’77
7 /

Model Space

Supported equations
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Constrained Optimisation, min/max of equations, unbounded optimisation, some nested

Search on subvarieties: Templates, V-elim calls, ... We can obtain piecewise, non-linear bounds.

with provability constraints

Origin and Motivation: Cost Analysis Continuous Systems

Cost Analysis: Bounds on Resource Consumption. Non-standard analysis with infinitesimal €, within hyperreals *R?

Program P ?):R+%R, ?}(()):QJO7 Q}:_a.rUQ_@.U_FfY

def foo(lst, x) =
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Size Abstraction

= f >t <

ny = len(lst), ny = val(x), ...

Cost(add) = < ... >
type Cache := < ... > [.]
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For f :t — [0, M], ®f L, f whenever g € 0, M|, a, B,v> 0and M > ~/8.
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Pipeline implemented in @@®®P (and other analysers). 0.6
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